49. Osterreichische Mathematik-Olympiade

Gebietswettbewerb fiir Fortgeschrittene — Losungen
5. April 2018

Aufgabe 1. (Gottfried Perz) Es seien a und b nichtnegative reelle Zahlen mit a +b < 2.
Man beweise die folgende Ungleichung:

1 1 2
+ <
1+a2 1402~ 1+ab

Fiir welche a, b gilt Gleichheit?
Lésung 1. (Karl Czakler) Es gilt

1 N 1 2+4a2+0 . 1 —a??
1+a2 1402 (1+a®)(1+02) (1+a?)(1+b2)

Mit Cauchy gilt (14+a?)(1+b*) > (1+ab)? und da mit der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung
a+b)2 :
ab < (T) < 1 gilt, folgt

m 1 — a®b? <1+1—a262_ 2
(1+a2)(14+062) —  (1+ab)2  1+ab
und alles ist gezeigt. Gleichheit gilt fiir a = b. m

Léosung 2. (Gottfried Perz) Fiir die rechte Seite der zu beweisenden Ungleichung gilt

2 (L+ab)+(L—ab) 1-ab

1+ab 1+ab 1+ab’
fiir die linke Seite erhalten wir

1 I 2+ a2+ b? B 1 — a?b?

+ = =1+ .
14+a?> 1402 14a®+0*+a?b? 1+ a? +b* + a?b?
Somit ist zu beweisen, dass

1 — a?b? <1—ab
14+a2+0b2+a20%2 — 1+ab

beziehungsweise

(14 ab)(1 — ab) < 1—ab
14+a?+b>+a?? — 1+ab

gilt. Wegen ab < (“TJ“(’)2 < (%)2 = 1 (AM-GM-Ungleichung) erhalten wir 1 —ab > 0, also kann die letzte

Ungleichung durch Division durch 1 — ab > 0 dquivalent umgeformt werden, und es bleibt zu zeigen,
dass

14 ab < 1
1+a?2+b%>+a?0?® — 1+ ab
Beide Nenner sind positiv, daher ist diese Ungleichung dquivalent zu




(1+ab)®> <1+ a®+b+a’’
14+ 2ab+ a?b? < 1+ a? + % + ab?
0 < a® — 2ab + b

Wegen a® — 2ab + b* = (a — b)? gilt die letzte Ungleichung fiir alle a, b mit Gleichheit genau fiir a = b.
Die zu beweisenden Ungleichung gilt also fiir alle positiven a,b mit a + b < 2. Gleichheit gilt genau fiir
O<a=b<1l. ]

Léosung 8. (Gottfried Perz) Weil alle in der Ungleichung auftauchenden Nenner positiv sind, kann die
Ungleichung durch Multiplikation mit (1+a?)(1+b%)(1+ ab) dquivalent umgeformt werden; wir erhalten

(140" + (14a%) (1+ab) <2(1+a®)(1+b?)
2+ a® + 0%+ 2ab+ a’®b + ab® < 2+ 2a® + 2% + 2a%b?
—a® + 2ab — b* + a®b — 2a*b* + ab® < 0
abla —b)* — (a—b)*<0
(ab—1)(a—b)*<0

Diese letzte Ungleichung ist unter der Voraussetzung a + b < 2 jedenfalls erfiillt, denn es gilt nach
geometrisch-arithmetischer Mittelungleichung

a—i—b2 2\ 2
b < -] =1
ws(t57) <(5) -

also ab — 1 < 0, sowie (a — b)? > 0 mit Gleichheit genau fiir a = b.
Daher ist auch die zur letzten Ungleichung fquivalente gegebene Ungleichung bewiesen; Gleichheit gilt
genau fir 0 <a=0< 1. m

Lisung 4. (Walther Janous) Mit der AGMU erhalten wir 2 > a + b > 2v/ab, also ab < 1.

Wir setzen p = ab und betrachten die Ungleichung fiir alle a,b > 0 mit ab = p.

Fiir p = 0, also etwa b = 0, lautet die Ungleichung 17 +1 < 2, d. h. 7.5 < 1. Dies ist aber evident.

Es sei im Weiteren 0 < p < 1. Wegen b = £ haben wir fiir die Ungleichung

1 2 2
+ % < . d. h.
l1+a?2 p>?+a®>~ 1+4+p
at + 2a® + p? 2

at+ (p?+1)a> +p* = 14p
zu zeigen. Wir subtrahieren auf beiden Seiten 1 und erhalten

(I-p%e*  _1-p
at+ (P4 1)a®+p*> ~ 1+p’

d. h. wegen 1 —p >0
(1+ p)a?
at+ (P*+1)a®+p* =~ 1+4p
a?(p* +2p+1) < a* + (p* + Da® + p?, d. h.
a’ — 2pa® + p* > 0,

, also

was wegen (a® — p)? > 0 klar ist.
AuRerdem ergibt sich Gleichheit genau dann, wenn @ = ,/p und damit auch b = |/p, d. h. a = b gilt. [
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Lésung 5. (Walther Janous) Wie im vorherigen Beweis betrachten wir die Ungleichung fiir a,b > 0 mit
ab = p, wobei wir nur noch 0 < p < 1 iiberlegen. ,
Wir ersetzen @ und b durch \/z bzw. \/y. Damit gilt zy = p?, also y = L

Mit f(x) == IJ%:C + 275 lautet die Ungleichung

2
x) < , x> 0.
OES e

Wir geben nun zwei Beweise dieser Ungleichung an.
Beweis ohne Differentialrechnung.

Wir bemerken, dass f(%) = f(z) ist, und zeigen die Ungleichung f(s) < f(t) < f(p) fir 0 < s <t <p.
Denn, dann gelten st < p? und

1 1 t S
< 1) < — < —
fls) < f(1) 1+s 14+t p*>+t p>+s
t— 2(t — 1
s p(t—s) _ p
(I+s)X+1t) P +s)p*+1) (I+s)X+1t) P> +s)p*+1)
PP+ pP(s 1)+ st < pP 4+ pP(s+t) + pist <= st(l —p?) < pP(1 — p?) < st < p?

2

Wegen p<u<v=0< %2 < %2 < p haben wir f(”;) < f(%z) < f(p), d.h. f(v) < f(u) < f(p).
Deshalb hat f(z) bei x = p das globale Maximum f(p). Mit f(p) = %p ergibt sich die Ungleichung. [J

Léosung 5a. (Walther Janous) Beweis mit Differentialrechnung.

Wir haben f'(z) = _(1+1x)2 + (;DQI—)HU)? _ p2((111;¢))22(;g;f$§)2.

Der Zihler lisst sich als das Produkt (p(1 + z) — p* — 2)(p(1 + x) + p* + x) darstellen, dessen zweiter
Faktor positiv ist.

Mit Hilfe des ersten Faktors p+pz—p?—z = p(1—p)+x(p—1) = (1—p)(p—=z) folgt f'(z) =0 <=z =p
und wegen des Faktors p — x, dass man dabei das globale Maximum erhélt. O]

Lésung 6. (Walther Janous) Die angegebene Ungleichung trifft fiir @ = b immer zu - es ergibt sich
Gleichheit.

Es gelte deshalb im Weiteren o. B. d. A. a < b.
Wir beweisen, dass

1 1 2
1+a2+ 14 b2 = 14 ab
gilt.
Fiir a = 0 erhalten wir 1++b2 < 1, was wegen b > 0 simmt.

Fiir @ > 0 haben wir a® < ab < b? und wir zeigen

1 1 1 1

— — das heifst
1+ a? 1+ab<1+ab 1+ p2 0
ab — a? - b* — ab alb—a) bb—a)
(14+a®)(14+ab) (14 ab)(1+0?) 1+ a? 1402

a+ab® <b+a*b<=ablb—a)<b—a<+=ab<1

2 2
Dies ergibt sich aber wegen ab < (%ﬂj) < (%) = 1. O]

Aufgabe 2. (Stefan Leopoldseder) Es seien k ein Kreis mit Radius r und AB eine Sehne von k mit
AB > r. Weiters sei S jener Punkt auf der Sehne AB, fir den AS = r gilt. Die Streckensymmetrale von
BS' schneide den Kreis k in den Punkten C und D. Die Gerade durch die Punkte D und S schneide k
in etnem weiteren Punkt E.

Man beweise, dass das Dreieck CSE gleichseitig ist.
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Losung 1. (Stefan Leopoldseder) Wir zeigen im ersten Schritt CS = CE (also die Gleichschenkeligkeit
von C'SE) und im zweiten Schritt <SCE = 60°.
Da C' und D auf der Streckensymmetrale von BS liegen, ist CBD.S ein Deltoid mit

CS=CB und JCDB = <SDC = <EDC.

Die Strecken C'B und C'E sind also gleich lang (gleich grofe Peripheriewinkel zu D bzw. Siidpolsatz im
Dreieck EBD). Also ist C'S = CB = CFE gezeigt, damit existiert aber auch ein Kreis k1 mit Mitte C,
welcher E, S und B enthilt.

Das Dreieck ESA ist gleichschenkelig mit Basis 'S, da es dhnlich zum (laut Angabe) gleichschenkeligen
Dreieck BSD mit Basis BS ist (XSFA = 4DEA = <DBA = <DBS bzw. SEAS = 4FAB =
SEDB = 4SDB, jeweils laut Peripheriewinkelsatz in k). Damit gilt AE = AS = r (letzte Gleichheit
laut Angabe), also ist die Sehnenlinge AE gleich dem Kreisradius r von k. Der zu AE gehorende
Zentriwinkel betrdgt demnach 60°, der Peripheriewinkel x ABFE also 60/2 = 30°. Nun ist aber <SBFE =
S ABE = 30° ein Peripheriewinkel in k; zur Sehne SFE, daher betrigt der Zentriwinkel < SC'E = 2-30 =
60°. O

Lésung 2. (Karl Czakler) Wir zeigen, dass alle Winkel des Dreiecks C'E'S gleich 60° sind.

Es sei M die Mitte von k. Wir bilden das Parallelogramm ASNM. Wegen AS = MN = r liegt N
auf k. Da auch AM = r gilt, ist das Viereck ASM N sogar ein Rhombus. Daher liegen die Punkte S
und M auf einem Kreis k; mit dem Mittelpunkt N und dem Radius 7. Wegen BM = SN = r ist die
Streckensymmetrale von M N gleich der Streckensymmetralen von SB. Die Schnittpunkte der beiden
Kreise k£ und k; sind daher die Punkte C' und D. Die Dreiecke DM N und C'M N sind daher gleichseitig
und es folgt <CMD = 2-60° = 120°.



Mit dem Peripheriewinkelsatz folgt nun SCMD = <CSD = 120° und daher gilt <CSE = 60°. Weiters
folgt mit dem Peripheriewinkelsatz <CES = % -XCMD = 60°. Damit ist aber gezeigt, dass das Dreieck
CFES gleichseitig ist. O

Liosung 8. (Karl Czakler) Wir verwenden fiir den Beweis folgenden bekannten Satz: Spiegelt man den
Hohenschnittpunkt eines spitzwinkligen Dreiecks an den Seiten, so liegen die Spiegelpunkte auf dem
Umkreis.

Da die Gerade AB normal auf DC steht, B am Umkreis k des Dreiecks AC'D liegt und S der zu B
symmetrische Punkt beziiglich der Seite DC' ist, folgt, dass S der Héhenschnittpunkt des Dreicks AC'D
ist. Daher liegt der Punkt £ symmetrisch zu S beziiglich der Seite AC' und daher gilt C'S = CE und
AS = AE = r. Die beiden gleichschenkeligen Dreiecke AES und EMC sind kongruent, da sie dieselbe
Schenkelldinge r haben und mit dem Peripheriewinkelsatz < EMC = 2 - SCAE = SFEAS gilt. Daher
gilt auch £S = CE und somit sind alle drei Seiten des Dreiecks CES gleich lang. m

Aufgabe 3. (Walther Janous) Man bestimme fir jede natirliche Zahl n > 3 die Anzahl a, der
dreielementigen Teilmengen von {1,2,...,n}, in denen ein Element das arithmetische Mittel der beiden
anderen Elemente ist.



Léosung 1. (Walther Janous) Es ist klar: Wenn die drei Elemente der Grofse nach geordnet sind, miissen
die zwei Differenzen benachbarter Elemente gleich sein.

Damit liegt folgende Zihlstrategie auf der Hand - Klassifikation nach der Groéfse der Differenzen.

Die Differenz 1 ergibt die Mengen {1,2,3}, {2,3,4}, ..., {n —2,n — 1,n}, das sind n — 2 Mengen.

Bei Differenz 2 erhilt man in analoger Weise n — 4 Mengen.

Nun unterscheiden wir die zwei Falle, ob n gerade oder ungerade ist.

e n ist gerade, also n = 2k. Die gréfstmogliche Differenz ist dann k£ — 1 mit den zwei mdglichen
Mengen {1,k,2k — 1} bzw. {2,k + 1,2k}. Deshalb betréigt die Gesamtzahl der gesuchten Mengen
agk =2+4+...+ 2k —2)=k(k-1).

e n ist ungerade, also n = 2k + 1. Dann ist die grofitmogliche Differenz k mit der zugehdrigen Menge
{1,k + 1,2k + 1}. Deshalb betrigt die Gesamtzahl der gesuchten Mengen agi1 = 1 +3 + ...+
(2k — 1) = k?

Zusammengefasst haben wir erhalten, dass a,, = [ 2] - [ 25*] ist. O

Lésung 2. (Gerhard Kirchner) Offensichtlich ist a3 = 1. Nun sei n > 4. Der Unterschied zwischen a,
und a,,_; besteht genau in den Mengen {a,b, c} mit a < b < ¢, die das Element ¢ = n enthalten. Wegen
b= “T“ ist b genau dann ganzzahlig, wenn @ = ¢ mod 2. In der Menge {1,2,...,n — 1} gibt es genau
| 251 | Elemente derselben Paritit wie n. Also erhalten wir

B n—1 B 3 n—2 n—1]
ot [ o [ [ [ -
1 2 3 n—2 n—1]
bMaHQJ <[
1.2 3 -2 n—1 1 ny 1((n=1)n |n
atata et g ﬁ'bJ—é(T—bD'
Dabei wurde in der dritten Zeile zuerst die Summe ohne Abrunden berechnet und dann so oft %
abgezogen, wie Abrundungen notig gewesen wiren. O

Bemerkung. Man iiberlegt leicht, dass dies mit dem Ergebnis der ersten Losung iibereinstimmt.

Aufgabe 4. (Richard Henner) Fir eine natirliche Zahl n > 2 sei d(n) die Anzahl der positiven Teiler
von n.
Man bestimme alle natirlichen Zahlen n > 3, fir die

din—1)+d(n)+dn+1) <8
qilt.

Lésung 1. (Richard Henner)
Wegen n > 3 sind alle vorkommenden Zahlen > 2 und es gilt d(k) > 2 fiir k£ > 2. d(k) = 2 gilt, wenn
k eine Primzahl ist. d(k) = 3 gilt, wenn k das Quadrat einer Primzahl ist. d(k) = 4 gilt, wenn k dritte
Potenz einer Primzahl oder das Produkt zweier Primzahlen ist. Wegen d(n — 1) +d(n) +d(n +1) <8
kann d(k) > 4 nicht vorkommen.
Fir n =3 gilt d(n — 1) + d(n) +
Firn =4 gilt d(n — 1) + d(n) +
Fir n =5 gilt d(n — 1) + d(n) +
Fiir n =6 gilt d(n — 1) + d(n) +
(n—1)+d(n) +
) +

=2424+3="1.
=24+3+2="1.
=3+2+44=9, ist zu grok.

(n+1)
( )
( )
(n+1)=2+4+2=8.
(n+1)
(n+1)

n-+1

Fiir n = 8 gilt d(n — 1 n =244+ 4 =10, ist zu grok.
Firn =9 gilt d(n — 1) + d(n n+1)=443+4 =11, ist zu grok.
Behauptung: Fiir n > 9 ist d(n — 1) + d(n) + d(n + 1) > 8 und daher zu grok.
Beweis: Offensichtlich ist d(n — 1) +d(n) + d(n + 1) > 6.
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d(n — 1) +d(n) + d(n + 1) = 6 kann nicht vorkommen, weil drei aufeinanderfolgende Zahlen nicht alle
Primzahlen sein kénnen.

din — 1) 4+ d(n) +d(n + 1) = 7 bedeutet, dass zwei der drei Zahlen Primzahlen sein miissen und die
dritte das Quadrat einer Primzahl. Das gilt fiir n = 3 und n = 4 (siehe oben). Fiir n > 4 miissten n — 1
und n + 1 Primzahlen sein und n das Quadrat einer ungeraden Primzahl. Das geht aber nicht, weil nicht
drei ungerade Zahlen aufeinanderfolgen konnen.

d(n—1)4+d(n)+d(n+ 1) = 8 bedeutet, dass entweder (a) zwei der drei Zahlen Primzahlen sein miissen
und die dritte das Produkt von zwei Primzahlen oder dritte Potenz einer Primzahl oder (b) zwei der
drei Zahlen das Quadrat einer Primzahl und die dritte eine Primzahl. Im Fall (a) miissen n — 1 und
n+ 1 Primzahlen sein und n daher eine gerade Zahl. Da n — 1 und n+ 1 nicht durch 3 teilbar sind, muss
n gerade und durch 3 teilbar sein. Da kommt nur n = 6 infrage, das, wie oben angefiihrt, eine Losung
ist. Im Fall (b) miisste jedenfalls eine der drei aufeinanderfolgen Zahlen gerade sein und gleichzeitig
Primzahl oder Quadrat einer Primzahl, was naiirlch fiir n > 9 nicht méglich ist.

Damit ist die Behauptung bewiesen und n = 3, n = 4 und n = 6 sind die einzigen Losungen. ]

Lésung 2. (Gerhard Kirchner) Fiir eine gerade Zahl k > 6 gilt d(k) > 4, da 1, 2, %, k vier verschiedene

9
Teiler sind. n = 3 ist eine Losung, n = 5 hingegen nicht. Fiir ungerade n > 7 gilt

din—1)+d(n)+dn+1)>4+4+d(n)+4>8.

Ab nun sei n gerade. Fiir eine durch 3 teilbare Zahl & > 6 gilt d(k) > 3, da 1, 3, k drei verschiedene
Teiler sind. Wir probieren die geraden Zahlen bis 6 aus und finden die Lésungen n = 4 und n = 6. Wenn
n > 8 und n — 1 durch 3 teilbar ist, gilt

din—1)+dn)+dn+1)>3+4+dn+1)>8.
Analog fiir n > 8 und n + 1 ist durch 3 teilbar:
din—1)4+dn)+dn+1)>dn—1)+4+3>8.

Da von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen n — 1, n, n 4+ 1 eine durch 3 teilbar sein muss, bleibt also
nur mehr der Fall: n ist durch 6 teilbar. Fiir n > 12 sind dann 1, 2, 3, %, 5, n sechs verschiedene Teiler
von n, das heifst d(n) > 6. Daher gilt

din—1)+d(n)+dn+1)>dn—-1)+6+dn+1)>8.

Also gibt es keine weiteren Losungen. O]



