45. Osterreichische Mathematik Olympiade

Gebietswettbewerb fiir Fortgeschrittene — Losungen
1. April 2014

Aufgabe 1. Man zeige: Es gibt keine positiven reellen Zahlen x, vy, z mit
(12:172 + yz) . (12y2 + J:z) . (1222 + xy) = 20142%y%2? .
Losung 1. Laut AM-GM Mittelungleichung gilt:
1202 +yz=a? 4+ 2+ + 2> +yz > 131{”/:UTyz

Wendet man dies analog auf die beiden anderen Klammerausdriicke an, so erhélt man:

(12372 + yz) . (12y2 + xz) . (1222 + :L“y) > 133 §/a%yz - y?az - 222y
_ 138
= 21972%% 2 > 20142%y%2? (da z%y?2* > 0)

Die linke Seite ist daher stets grofler als die rechte. Es existieren also keine positiven reellen Zahlen
x, vy, z, die die Gleichung erfiillen.
(Gerd Baron) [

Lésung 2. Wir dividieren beide Seiten durch die positive Zahl 22y?z? und erhalten die folgende dquiva-

lente Gleichung:
(12+%4)- (12 + x—f) (124 2]) = 2014
x Yy z

Nun substituieren wir mit a = 2, b = %, c = 7, und daher abc = 1.
Ausmultiplizieren ergibt:

(12+a) (12+b) (12+¢) =128 +12% (a + b+ ¢) + 12 (ab + bc + ca) + abe

> 123 + 122 - 3V abe + 12 - 3Vab - be - ca + abe (AM-GM)
=12 +122-34+12-3+1 (wegen abc = 1)

= (12 +1)° = 2197 > 2014

Die linke Seite ist daher stets grofler als 2014. Es existieren also keine positiven reellen Zahlen x, y,

z, die die Gleichung erfiillen.
(Gerd Baron) [

Losung 3. Geméaf Holder-Ungleichung gilt

n
n

H((Zz—i‘bl)z "ﬁaﬁ—”ﬁbz s
i=1

i=1 =1

was angewandt auf unsere Ungleichung das Folgende ergibt:

3
H (121,2 +yz> Z (3 123m2y222+ 3 x2y222>

cyc
3
_ ((12 1) \3/x2y222>
— 133x2y222

= 21972%y%2? > 20142%y*2* (da z%y?2% > 0)



Die linke Seite ist daher stets grofler als die rechte. Es existieren also keine positiven reellen Zahlen
x, vy, z, die die Gleichung erfiillen.
(Karl Czakler) O

Losung 4. Ausmultiplizieren ergibt:

12%2%%2% + Z (12%2°y°) + Z (122%yz) + 2%y?z* = 2014a%y?2? — 1729272 (1)
cyc cyc
= Z (12%2°y°) + Z (122'yz) = 2852%y*2° (2)
cyc cyc

Geméf Ungleichung von Muirhead mit (3,3,0) = (2,2,2) gilt:

Z (m3y3) > Z (:E2y222)

cyc cyc

Also konnen wir verscharfen und sehen:

LS = Z (1229:3y3) + Z (12x4yz)

> Ey: (1222%°) - (da > (122*yz) > 0)
= 1;2 > (%) (herz::sziehen von 127)
> 12° zy: (*y*2%) (Muirhead)

=12 ; (z%y*2?)

= 432 (2y?2%) > 285 (2°y°2%) (da z%y*2* > 0)

Die linke Seite ist daher stets grofler als die rechte. Es existieren also keine positiven reellen Zahlen
x, vy, z, die die Gleichung erfiillen.
(Birgit Vera Schmidt) [

Lésung 5. Wegen der Homogenitét, (d.h., fiir jedes reelle ¢ gilt, (z,y,z) ist genau dann Losung, wenn

(tx,ty,tz) Losung ist) konnen wir oBdA zyz = 1 annehmen. Wir kénnen sogar wegen der Symmetrie,

(d.h. mit (z,y, z) sind auch alle Permutationen davon Losungen) zusétzlich xy > 1 > z annehmen.
Setzen wir also xyz = 1 und multiplizieren aus, so erhalten wir:

(12:152 + yz) . (12y2 + xz) . (1222 + a:y) = 20142%y? 2>

— (12332 + %) : (12y2 + i) : (12@—;)2 + a:y) —2014 =0
(1223 +1) - (122 + 1) - (12 + (zy)?)

— 2014 =0
(zy)?

[Oder wir multiplizieren die urspriingliche Gleichung mit zyz = 1 und erhalten
(122° +1) - (12 +1) - (122° +1) — 2014 =0 .
Multiplizieren wir noch einmal mit (xy)3, so erhalten wir
(122° + 1) - (12¢° + 1) - (12 4 (zy)*) — 2014(2y)*> =0 ]
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Setzen wir u = xy > 1 und multiplizieren wir die Gleichung mit u?, so erhalten wir:
(122° +1) - (129> +1) - (12 + %) — 2014u® =0
Fiir die linke Seite gilt nun aber
(122° +1) - (129> +1) - (12 +«*) — 20140°
= 1728u” + 144 (2° + ¢*) + 12 4 144u° + 12 (2° + °) v* + «* — 20140°
= 1440°® — 285u” + 144 (2° + ) + 12 (2® + ¢°) v’ + 12
> 144u° — 288u® + 144 (wegen 2 4+ ¢* > 2/23y3 = 2Vud > 1)
= 144 (u* = 1)* >0

Somit kann nie Gleichheit gelten. Es existieren keine reellen Losungen.

(Gerd Baron) [

Punktevorschldge:
e Ausmultiplizieren der linken Seite: 0 Punkte

e Ausmultiplizieren der linken Seite und zusammenfassen der Terme (siehe Gleichung (1) in Losung 4):
1 Punkt

e Fiir Beobachtung, dass linke Seite grofler als rechte Seite ist anhand verschiedener Zahlenbeispiele,
oder Vermutung, dass linke Seite stets grofler als rechte Seite ist, maximal 1 Punkt

e Nicht zielfiihrende (aber zumindest korrekte) Anwendung der Mittelungleichung: 1 Punkt

Aufgabe 2. Man bestimme alle Quadrupel (a,b,c,d) reeller Zahlen, die das folgende Gleichungssystem
erfillen:

ab+ ac = 3b+ 3¢
bc + bd = 5¢ + 5d
ac+cd = Ta+7d
ad + bd = 9a + 9b

Lésung 1.
e Fall T: a+b#0,b+c#0,c+d+#0,d+ a+#0. Daraus folgt (a,b,c,d) = (3,5,7,9).
e Fall II: a+b=b+c=c+d=d+a=0. Daraus folgt (a,b,c,d) = (t,~t,t,~t), t beliebig reell.

e Fall II1: Weder alle gleich noch alle ungleich Null. OBdA (Gleichungssystem ist zyklisch) b+c = 0
(Glg.1 erf.), c4+d # 0. Dann aber b = 5 (Glg.2 erf.) und somit ¢ = -5(# 7). Daher d+a = 0 (Glg.3
erf.). Unterfall A) a+b =0 mit a =-5,d =5 und ¢+ d = 0 (Widerspruch).

Also Unterfall B) a +b # 0 mit d =9, a = 9.
Daher gilt b+c=d+a=0,a+b#0,c+d+#0und (a,b,c,d) = (-9,5,-5,9).

D.h., eine Summe gleich Null, die néchste ungleich Null, fiihrt zu {ibernéchste gleich Null und dann
wieder ungleich Null.

Daher letzter Fall durch zyklischen Ubergang zu ¢ +d = a+b =0, b+¢ # 0, d+ a # 0,
(a,b,c,d) = (3,-3,7,-7).

(Gerd Baron) [



Lésung 2. Aus der ersten Gleichung folgt, dass a = 3 oder b+ ¢ = 0 gelten muss (oder beide). (Falls
b+ ¢ = 0 gilt, ist die Gleichung erfiillt. Andernfalls kann man beide Seiten durch b + ¢ # 0 dividieren
und erhélt a = 3.) Analoges gilt fiir die anderen Gleichungen, also gilt insgesamt:

a=3 oder b+c=0 (oder beide)
b=5 oder c+d=0 (oder beide)
c=7  oder a+d=0 (oder beide)
d=9 oder a+b=0 (oder beide)

Wir unterscheiden folgende Fille nach der Anzahl der Bedingungen, fiir die die rechte Halfte erfiillt
ist:

e Full 1: In allen vier Bedingungen ist die rechte Hélfte erfiillt, also b+c¢ =0, c+d =0, a+d = 0,
a+ b = 0. Sei a beliebig, dann erhalten wir b = —a, ¢ = a und d = —a. Dies ist fiir jeden Wert
von a eine Losung, also erhalten wir unendlich viele Losungstupel der Form (¢, —t, t, —t) fiir jede
reelle Zahl ¢.

e Fall 2: In genau drei der vier Bedingungen ist die rechte Hélfte erfiillt. OBdA (da die vier
Bedingungen zyklisch sind) seien dies die ersten drei Bedingungen. Also gilt b = —c = d = —a,
womit auch bei der vierten Bedingung die rechte Hélfte erfiillt ist, und wir wieder im ersten Fall
sind.

e Fall 3: In genau zwei der vier Bedingungen ist die rechte Hélfte erfiillt. Wir miissen nun
unterscheiden, ob diese beiden Bedingungen (zyklisch) ,,benachbart“ sind oder nicht.

o Fuall 3a: Bei genau zwei ,,benachbarten“ Bedingungen ist die rechte Halfte erfiillt. OBdA
(da die vier Gleichungen zyklisch sind) sei dies bei der ersten und zweiten Bedingung, d.h.
b+c=0und c+d=0.Alsob=—c=d.

Da bei der dritten und vierten Bedingung die linke Halfte erfiillt sein muss, gilt ¢ = 7 und
d =9, was ein Widerspruch zu —c = d ist. Also gibt es hier keine Losungen.

o Fall 3b: Beizwei ,gegeniiberliegenden“ Bedingungen ist die rechte Hélfte erfiillt.

x Fall 3b.1: Bei der ersten und dritten Bedingung ist die rechte Hélfte erfiillt, also b = —c
und a = —d. Bei der zweiten und vierten muss die linke Hélfte erfiillt sein, alsob =5 = —c¢
und d = 9 = —a. Wir erhalten die Losung (—9,5, —5,9).

x Fall 3b.2: Bei der zweiten und vierten Bedingung ist die rechte Hélfte erfiillt, also
¢ = —d und a = —b. Bei der ersten und dritten muss die linke Hélfte erfiillt sein, also
a=3=—bund ¢ =7 = —d. Wir erhalten die Losung (3, 3,7, —7).

e Fall 4: In genau einer Bedingung ist die rechte Hilfte erfiillt. OBdA sei dies bei der ersten

Bedingung, also b = —c. In der zweiten, dritten und vierten Bedingung muss die linke Hélfte
erfiillt sein, also b =5, ¢ = 7 und d = 9. Dies ist ein Widerspruch zu b = —c, also gibt es hier keine
Losungen.

e Full 5: In keiner Bedingung ist die rechte Hélfte erfiillt, also muss bei allen die linke Hélfte
gelten. Somit erhalten wir die Losung (3,5,7,9).

(Birgit Vera Schmidt) [

Losung 3. Gleich wie in der vorigen Losung sehen wir, dass aus der ersten Gleichung folgt, dass entweder
a = 3 oder b+ ¢ = 0 gelten muss. Wir betrachten diese beiden Fille getrennt:

e Fall b+ c# 0: Dann gilt also a = 3. Wegen der zweiten Gleichung muss entweder b = 5 oder
¢+ d = 0 gelten. Wiederum betrachten wir diese Fille getrennt:
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o Fuall c+d# 0: Dann gilt b = 5. In der vierten Gleichung gilt dann a +b = 8 # 0, also muss
d = 9 gelten. Dann gilt in der dritten Gleichung a + d = 12 # 0, also muss ¢ = 7 gelten. Wir
erhalten also das Losungstupel (3,5,7,9).

o Fall ¢c+d=0: Dann gilt d = —c. Wegen der dritten Gleichung muss entweder ¢ = 7 oder
a + d = 0 gelten. Ein weiteres Mal betrachten wir diese Félle getrennt:

x Fall a+d # 0: Dann gilt also ¢ = 7 = —d. Somit ist d # 9, also muss zur Erfiillung der
vierten Gleichung a + b = 0 gelten. Wir erhalten somit das Losungstupel (3, —3,7, —7).

x Fall a+d = 0: Dann gilt d = —a = —c = —3. Wegen d # 9 muss wiederum
zur Erfiillung der vierten Gleichung a + b = 0 gelten, also b = —a = —3. Dies ist ein
Widerspruch zu b+ ¢ # 0.

e Fall b+c=0: Dann gilt also ¢ = —b. Wegen der zweiten Gleichung muss entweder b = 5 oder
¢+ d = 0 gelten. Wiederum betrachten wir diese Fille getrennt:

o Fall ¢+d # 0: Dann gilt b = 5 = —c. Wegen ¢ # 7 folgt aus der dritten Gleichung,
dass a + d = 0 gelten muss. Wegen der vierten Gleichung muss weiters entweder d = 9 oder
a+ b =0 gelten. Ein weiteres Mal betrachten wir diese Fille getrennt:

« Fall a+b# 0: Dann gilt d =9 = —a, und wir erhalten das Losungstupel (—9,5, —5,9).
x Fall a+b=0: Dann gilt a = —b = c = —d, ein Widerspruch zu ¢ + d # 0.

o Fall ¢c+d=0: Alsod= —c=>5b. Wegen der dritten Gleichung muss entweder ¢ = 7 oder
a + d = 0 gelten. Ein letztes Mal betrachten wir diese Fille getrennt:

x Fall a+d+# 0: Dann gilt also ¢ =7 = —d = —b. Wegen d # 9 gilt weiters a + b = 0,
also a = —b = —d, ein Widerspruch zu a + d # 0.
x Fall a+d=0: Dann gilt d = —a = b = —c. Wir sehen, dass dies fiir jeden Wert von

a eine Losung ist, also erhalten wir unendlich viele Losungstupel der Form (t, —t, ¢, —t)
fiir jede reelle Zahl t.

Fiir alle so gefundenen Losungstupel lasst sich leicht iiberpriifen, dass sie das Gleichungssystem auch

tatsachlich erfiillen.
(Birgit Vera Schmidt) O

Punktevorschldge:

e Triviale bzw. durch Probieren gefundene Losungstupel: Maximal 2 Punkte aus folgenden Moglich-
keiten:
(Das heifit, selbst wenn alle der folgenden Losungstypen durch Probieren ohne Argumentation
gefunden werden, gibt es dafiir maximal 2 Punkte.)

O

0,0,0,0): 0 Punkte

3,5,7, 9) 1 Punkt

t,—t,t,—t): 1 Punkt

3,—3,7,—7) oder (—=9,5,—5,9) (oder beide): 1 Punkt

O

(@)

0,

(3,

(
o (
e Zerlegung in Faktoren (a — 3)(b + ¢) oder Fallunterscheidung ,,a = 3 oder b+ ¢ = 0“: 1 Punkt
e Herleitung der Losungstupeln und Beweis, dass es keine weiteren gibt: 5 Punkte

e Fehlen von Losungstupeln bei sonst vollsténdigen Losungswegen: -1 Punkt pro Losungstyp



Aufgabe 3. Die Folge {(a,) ist durch die Rekursion
n41 = 5a2 + 3a2,1 + ai,Q fiirn > 2

und die Menge der Anfangswerte {ag, a1, as} = {2013,2014,2015} festgelegt.
(Das heifit, die Anfangswerte sind diese drei Zahlen in beliebiger Reihenfolge.)
Man zeige: Die Folge enthdlt keine sechste Potenz einer natirlichen Zahl.

Losung. Wir betrachten zweite, dritte und sechste Potenzen modulo 7:

x| a®| 2% | ab
0{0]0|O0
1717171
2141111
3121611
412111
51416 |1
6|16 |1

Um zu zeigen, dass kein Folgenelement eine sechste Potenz sein kann, geniigt es also zu zeigen, dass
kein Folgenelement kongruent 0 oder 1 modulo 7 ist.

Wir beweisen dies durch vollstdndige Induktion.

Zu beweisen: a; #0 mod 7 und a; # 1 mod 7 fiir alle 4.

Induktionsstart: Modulo 7 gilt fiir die ersten drei Folgenelemente 2013 = 4, 2014 = 5 und 2013 = 6.

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ > 2 aus der Induktionsannahme
,keines der Folgenelemente a;, a;_1 und a;_s ist kongruent 0 oder 1 modulo 7 die Induktionsbehauptung
,dann ist auch a;;; nicht kongruent zu 0 oder 1 modulo 7* folgt.

Es gilt a;.1 = 5a% + 3a? | + a?_,. Wir wissen, dass 5a} = 5 mod 7. Der zweite Ausdruck, 3a} ;,
kann gemé&f der Tabelle modulo 7 nur die Werte 3 oder 4 annehmen (da a;_; nur die Werte von 2 bis 6
modulo 7 haben kann, und eine dritte Potenz davon daher nur die Werte 1 oder 6). Der letzte Ausdruck,
a? ,, kann mit gleicher Argumentation nur die Werte 1, 2 oder 4 annehmen. In Summe kann sich fiir
a;+1 daher nur einer der Werte 2, 3, 4, 5 oder 6 ergeben, womit die Behauptung bewiesen ist.

(Gerd Baron, Birgit Vera Schmidt) [

Punktevorschldge:
e Berechnung aller 6 moglichen Werte von az: 0 Punkte
e Beweis, dass as nie eine 6. Potenz ist: 1 Punkt

e Versuch, einen Modul (> 2) anzuwenden: 1 Punkt
(Maximal 1 Punkt unabhéngig von der Anzahl der ausprobierten Moduln)

Aufgabe 4. Fiir einen Punkt P im Inneren des Dreiecks ABC seien D, E und F' die Schnittpunkte der
Ecktransversalen mit den Gegenseiten, also D der Schnittpunkt der Verlingerung von AP mit BC, E
der Schnittpunkt der Verlingerung von BP mit AC und F der Schnittpunkt der Verlingerung von C'P
mit AB.

Weiters seien Q@ und R die Schnittpunkte der Parallelen zu AB durch P mit den Seiten AC bzw.
BC' (in dieser Reihenfolge). Analog seien S und T die Schnittpunkte der Parallelen zu BC' durch P mit
den Seiten AB bzw. AC' (in dieser Reihenfolge).

In einem gegebenen Dreieck ABC' bestimme man alle Punkte P, fiir die die Dreiecke PRD, PEQ
und PTE denselben Fldcheninhalt haben.

Lésung 1. Im Folgenden bezeichne [ XY Z] die Flache des Dreiecks XY Z.



Da nur Flachenverhéltnisse und Parallele auftreten, konnen wir oBdA annehmen, dass das Dreieck
ABC ein gleichseitiges Dreieck ist. Sei C X die Schwerlinie (Streckensymmetrale) durch den Eckpunkt
C und liege P (0BdA) links davon, also im Dreieck AXC'. Dann gilt:

QP <PR und QF < DR, da  <APQ = <DPR > <BPR = <EPQ
Mit der Gleichheit der Winkel <EQP = <DRP folgt daraus
[PEQ] < [PRD] .

Aus der Gleicheit dieser beiden Dreiecke folgt also, dass P auf der Schwerlinie durch C' liegt.

Aus der zweiten Gleichheit [PQE] = [PET)] folgt QF = ET. Da die Dreiecke PQT und BAC
dhnlich sind (entsprechende Seiten sind zueinander parallel), ist auch das Dreieck PQT gleichseitig und
PE senkrecht auf Q7. Somit ist aber auch BE auf AC senkrecht und daher Schwerlinie im Dreieck
ABC'. Es folgt also, dass es genau eine Losung gibt und P der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' ist.

(Gerd Baron) O

Lésung 2. Aus der zweiten Gleichheit [PQE] = [PET] folgt QF = ET und daher ist PE eine Schwerli-
nie im Dreieck PQT'. Da die Dreiecke PQT und BAC dhnlich sind (entsprechende Seiten sind zueinander
parallel) ist auch PFE parallel zu BE und somit auch BE eine Schwerlinie im Dreieck ABC.

Ein gesuchter Punkt P liegt also auf der Schwerlinie BE des Dreiecks ABC. Wir lassen P nun
ausgehend von B in Richtung des Punktes E auf dieser Schwerlinie ,wandern“ und betrachten die
Flacheninhalte der Dreiecke PRD und PEQ:

e Der Féacheninhalt des Dreiecks PRD ist beliebig klein, wenn P nur nahe genug beim Eckpunkt B
liegt und wichst stetig wenn P zu E wandert.(Die Basis PR und die entsprechende Hohe werden
immer grofer).

e Der Flidcheninhalt des Dreiecks PE(Q) wird stetig kleiner und ist beliebig klein, wenn P nur nahe
genug beim Punkt E liegt.

Daher kann es hochstens einen Punkt P auf der Schwerlinie BE geben, fir den gilt: [PEQ] = [PRD].
Da aber offensichtlich der Schwerpunkt des Dreiecks ABC' diese Eigenschaft hat, ist er die einzige Losung.
(Karl Czakler) O

Lésung 3. Im Folgenden bezeichne d(X,Y Z) jeweils die Hohe (den Normalabstand) vom Punkt X auf
die Strecke Y'Z oder deren Verldngerung. [XY Z] bezeichne die Flache des Dreiecks XY Z.

Sei P ein Punkt, fiir den die drei in der Angabe betrachteten Flacheninhalte gleich sind. Wir wollen
nun davon ausgehend weitere Eigenschaften von P herleiten.



Zunichst betrachten wir die Dreiecke PT'E und PEQ. Geméif Fliachenformel im Dreieck und Angabe
gilt d(P,TE)-TE = 2[PTE] = 2[PEQ)| = d(P, EQ) - EQ. Kiirzen wir d(P, TE) auf beiden Seiten, so
erhalten wir also TE = EQ.

Nun ist das Dreieck QPT' &hnlich zu ABC, da die Seiten jeweils paarweise zueinander parallel sind,
und PE im kleinen Dreieck entspricht BE im Grofien (ebenfalls auf Grund der Parallelitét, bzw. weil
auch QPE dhnlich zu ABF ist). Somit gilt CE : FA=TFE : EQ =1 : 1, also ist E der Mittelpunkt
von AC, und somit BE eine Schwerlinie.

Betrachten wir nun die Dreiecke QPFE und PRD, deren Grundlinien auf derselben Geraden liegen.
Die Dreiecke Q PE und ABF sind zueinander dhnlich, da ihre Seiten jeweils paarweise zueinander parallel
sind. Somit verhalten sich auch ihre Hohen gleich zueinander wie ihre Seitenldngen, also d(E,QP) :
d(E,AB) = QP : AB. Analog sind PRD und ABD zueinander #hnlich, also gilt d(D, PR) : d(D, AB) =
PR: AB.

Sei oBdA QP < PR. Wir wollen zeigen, dass dann auch [QPFE] < [PRD] gilt. Zunichst sehen wir:

d(E,QP): d(E,AB) = QP : AB < PR: AB = d(D, PR) : d(D, AB)

Nun machen wir uns die gemeinsame Parallele QR zu Nutze und zeigen: Wenn der Abstand d(E, QR)
einen geringeren Anteil an der Gesamthohe d(E, AB) im Dreieck FAB ausmacht als der Abstand
d(D,QR) an der Gesamthohe d(D, AB) im Dreieck DAB, dann liegt E auch né&her bei der Paralle-
len als D.

flé? ig; < Zgg,igi - (beide Seiten positiv)
d(E,AB) _d(D,AB)
= d(E,QP) ~ d(D,PR)
d(E,QR)+d(P,AB) d(D,QR)+d(P,AB)
d(E,QF) g d(D, PR)
d(P, AB) d(P, AB)
<~ 1+ W >1+ m -1
d(P,AB) _ d(P,AB) |
= &E.QpP)” dD.PR) . d(P, AB) > 0
— d(ElQP) > d(D 1PR) B (beide Seiten positiv)
< d(E,QP) < d(D,PR)

Falls QP < PR gilt, ist also auch die Hohe in QPE geringer als jene in PRD, also erhalten wir
2[QPE) =d(E,QP)-QP < d(D, PR)- PR = 2[PRD)], ein Widerspruch. Analog kénnen wir QP > PR
ausschlieBen, also gilt QP = PR. Ahnlich wie zuvor ist QRC #hnlich zu ABC und C'P entspricht C'F,
also ist F' der Halbierungspunkt von AB, und C'F' eine Schwerlinie.

P liegt daher auf zwei Schwerlinien und kann somit nur der Schwerpunkt sein. Tatséchlich konnen wir
leicht zeigen, dass der Schwerpunkt alle geforderten Eigenschaften erfiillt und somit die einzige Losung
ist.

(Birgit Vera Schmidt) O
Punktevorschldge:

e Vermutung: Schwerpunkt: 1 Punkt
e P ist auf Schwerlinie CF: 3 Punkte
e P ist auf Schwerlinie BE: 3 Punkte

e Abschluss (d.h. P ist Schwerpunkt als Schnittpunkt zweier Schwerlinien): 1 Punkt



